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Geometria . Examen 11

Ejercicio 1. En el espacio vectorial R*, se consideran los subconjuntos
U= {($1,$2,1’3’$4) S R* : Ty — 2x3 + 224 = O},
W= £({(1.0.1,1).(0.1,2.3))).

1. [1 punto] Demuestra que U es un subespacio vectorial de R%.
Obtengo unas ecuaciones paramétricas de U:
T = 223 — 214 }
ri=x; 1=2,34
= {(2x3 — 2y, X9, X3, T4) € R4}

U= {(%1,1‘2,1’3,%4) € R4

Sea u,u’ € U, y sean a,b € R. Para ver que es un subespacio vectorial,
comprobemos que au + au’ € U.

au+bu' = a(2(x3 — x4), T2, x3,4) + b(2(xf — ), 24, 5, 2)) =
= (2(axs + bay) — 2(axy + b)), axqg + by, axs + bal, axy +ba)y) €U

Como au + au’ € U, tenemos que U es cerrado para sumas y producto por
escalares, por lo que es un subespacio vectorial.

2. [1 punto] Calcula una base By de U.
Sea (0,0,1,1),(4,3,1,—-1),(2,0,2,1) € U.

8 3 (2) 0 30 1 2

A= 1 1 2 :—3‘ ‘#O:TQ(A):Z’)
1 1 2 11
1 -1 1 1 -1 1

Por tanto, esos tres vectores son linealmente independientes en R*. Ademsés,
como dimg (R?) — dimg(U) =n° de ec. implicitas, tenemos que:

dimg (U) = dimg(R*) — n° de ec. implicitas =4 — 1 =3

Como dimg(U) = 3 y esos tres vectores son linealmente independientes, tene-
mos que forman una base.

By ={(0,0,1,1),(4,3,1,-1),(2,0,2,1)}

3. [1 punto] Amplia la base B a una base B de R*.

Como dimg(R*) = 4, tenemos que la base B ha de tener 4 vectores:

Por tanto, los 4 vectores son linealmente independientes. Como la dimensién
es 4, tenemos que forman base.

B =1{(0,0,1,1),(4,3,1,-1),(2,0,2,1),(0,0,0,1)}
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4. [1 punto| Calcula las coordenadas del vector w = (3, —1,1, 1) respecto de B.

Tomando la base usual,

B, =1{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

Tenemos que:
w=(3,-1,1,1)p,
= 3(1,0,0,0) — 1(0,1,0,0) + 1(0,0,1,0) + 1(0,0,0, 1)
= a(0,0,1,1) + b(4,3,1, —1) + ¢(2,0,2, 1) + d(0,0,0, 1)
= (4b+ 2¢,3b,a+ b+ 2c,a — b+ c+d)g,
= (a,b,c,d)p

Por la unicidad de expresiéon respecto a una base:

3

ool

_ 13
6

rofel

3:4b+20—>c:%:
—1=3b—b=—3
l=a+b+2c—a=1-b—2c=1+3-18=-3
l=a—b+c+d—d=1-a+b—c=14+3—-—3-2=3

w‘

Por tanto,

113 13
=(3,-1,1,1), = (-3,-=,—=,=
w (a a?)Bu ( ’ 37672)8
. [1 punto] Calcula la dimensién de U+W . Comprueba si dicha suma es directa.
By = {(0,0,1,1),(4,3,1,—1),(2,0,2,1)} base de U. Calculamos ahora By,
una base de W.

rg =2, ya que

10
0 1‘_1;&0.

—_ = O
NN = O

Por tanto, ambos vectores son linealmente independientes. Como ademas son
sistema generador, forman base.

By ={(1,0,1,1),(0,1,2,3)}

Por tanto, tenemos que:

U+W =L({(0,0,1,1),(4,3,1,-1),(2,0,2,1),(1,0,1,1), (0,1,2,3)})

Veamos cudles de ellos son linealmente independientes:

8‘31(2)(1) 02 1 02 1 )

—3/1 2 1|=3/010|=3 £40
11 21 Ll Ll 10
1 -1 11
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Por tanto, tenemos que los primeros 4 vectores son linealmente dependientes.
Como pertenecen a R*, no puede haber 5 vectores linealmente independientes,
por lo que el 52 vector serd linealmente dependiente.

U+W =L£({0,0,1,1),(4,3,1,-1),(2,0,2,1), (1,0,1,1)})

Como son linealmente independientes y forman sistema generador, forman
base. Por tanto,
dimg(U +W)=4=U+W =R*

Para ver si es directa o no, necesito calcular U N W.

dimg(U N W) = dimg(U) + dimg(W) — dimg(U + W) =3+2—-4=1
Como dimg(UNW) =1# 0= UnNW # {0}. Por tanto, la suma no es
directa.

6. [1 punto] Calcula unas ecuaciones cartesianas de U + W y de U U W.

Como U +W = R*, tenemos que no tiene ecuaciones cartesianas. Para calcular
las ecuaciones cartesianas de U N W, calculo primero las de W.

Sea (x,y,z,t) € W. Este debe ser linealmente dependiente de los elementos
de su base, luego:

1 0 2
01
" 125 =2
1 2t
Por tanto,
1 0 =
01 y|=0= Ly +z 01 =z—2y—x=
2 z 1 2
1 2 2
1 0 =z
01 y|=t—2y—x=0
1 2t
Por tanto,

W= { ) e R

r+2y—2=0 }

z+2y—1t=0
:{(x,y,z,t)€R4 x—i;2£/t:z }

Por tanto, tenemos que las ecuaciones cartesianas de la interseccion son:

r—22+42t=0

UNW =< (z,y,2,t) € R? r+2y==z
z2=1
xr=0
= (z,y,zt) eRY| o+ 2y =2
z=1




Geometria . Examen 11

Ejercicio 2. [4 puntos] Discute y resuelve, cuando sea posible, en funcién del
parametro a € R el siguiente sistema:

ar+y+z+t+u = 1
r+ytaz+t+u = —1

r+y+z+t+au = 1

Sea A la matriz de coeficientes del sistema, y A|C' la matriz ampliada:

1111 1
1 a1 1 -1
1 11 a

a 1111
A=[11a 11 AlC =
1111 a 1

— = Q

rg(A) =1 rg(A[C) =2

Como rg(A) # rg(A|C), por el Teorema de Rouché-Frobenious, tenemos que
se trata de un Sistema Incompatible (SI).

» Sia#1l:
rg(A) =3 rg(A|C) =3

Como rg(A) = rg(A|C) <n® de incdgnitas, por el Teorema de Rouché-Frobenious,
tenemos que se trata de un Sistema Compatible Indeterminado (SCI).

n? pardmetros = n® incégnitas — rg(A) =5—-3 =2

Resuelvo por tanto para a # 1 con el método de Cramer. Sea t,u € R los dos
parametros libres. El sistema de Cramer queda:

ar+y+z = 1—t—u
r+yt+az = —1—-t—u

r+y+z = 1—t—au

El determinante de la matriz de coeficientes es:

—_ = Q

11
l al=a+a+1-1-a>-1=-a*+2a—1=—(a—1)°
11

Por tanto, por la regla de Cramer:

l—t—u 1 1 ua—1) 0 0

—1—t—u 1 a —1—t—u 1 a
| l-t—au 1 1| |l-t—au 1 1| wa—1)(1—-a) wula—1)>
E e e | R (R ) R (RS Vi
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a l1—t—u 1
1 - 1—-t—u a
|l l—t—au 1| —du—at—au+ta+t+2u+1
v= —(a— 1) - a—1
a 1l 1—-t—u al 1—t—u
11 -1—t—u 11 —-1—t—u
1t 1—t—au| |00 24u(l—a)| (a—1)2+u(l—a))
S e (P N (P ) E -

24+u(l—a) 2+u(l—a) 1
a—1 1—a 1—a




